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1 はじめに

Dominik and Tielens (1996)で導出され、Dominik and Tielens (1997)での議論および数値計算に使

用されている、滑りに対する抵抗力（sliding resistance= friction,　摩擦力）についてまとめる。こ

のことから、接触している球同士の滑り摩擦力と捩れ (twist)に対する抵抗モーメントを導出する。

一般の弾性体における摩擦には、様々なエネルギー散逸の素過程1が含まれるが、大抵の場合に

は現象論的に摩擦力を表現する：

Qslide
x = µF + µ0 (1.1)

ここで Qslide
x は面の接線方向摩擦力、Fは面の法線方向力（垂直荷重）、µは摩擦係数 (coefficient of

friction)、µ0は、固着力 (cohesion, adhesion)。これは少数の接触点で接するような粗いマクロな表

面において有効である。

　 図 1: Chokshi et al.(1995)より

しかし、ここでは、（サブ）ミクロンサイ

ズの球が接触している状況を考え、現象論で

はなく原子スケールの素過程から議論して摩

擦力の表式を導出する（第 2節）。

（サブ）ミクロンサイズの球同士の接触で

は、接触面半径は高々数百原子径程度と非常

に小さいため (図 1の a0の値参照)、1)表面

の凸凹 (asperity)はあまり効かない、2)原子

レベルの素過程（分子間力）が効く、3)表面

の付着力 (adhesive force)は固体中の結合力 (binding force)より小さいため塑性変形や磨耗は起こさ

ない、4)hydrodynamic friction (粘性力？)も効かない。そこで、本論 (Dominik and Tielens 1996)で

は、「Simple potential for the interaction of two atoms」を考えてモデル化し、さらに弾性的性質を用

いて表現することを目指す。

結果的には、上の現象論的表式に近いものが得られ、その摩擦係数 µや固着力 µ0が物性値を用

いて与えられる。

一方、Dominik and Tielens (1997)では、静止摩擦の表現を Johnson (1987)の弾性論によって与え

ている。この弾性論においては、付着力が十分強く接触面が滑っていない状態において生じる接線

方向弾性力が求められる。第 3節では、この導出を Johnson (1987)に基づいて行う。

MATERIAL PARAMETERS

ca E G o p b

Material (ergs cm~2) (dyn cm~2) (dyn cm~2) l (g cm~3) (Ó) (Ó) References

Quartz . . . . . . . . . . . 25b 5.4(11) 2.3(11) 0.17 2.6 3.44 1.84 1, 2, 3
Polystyrene . . . . . . 12 3.4(10) 2.1(11) 0.5 1.04 3.00 2.00 2, 4
Graphite . . . . . . . . . 75 1.0(11) 3.8(10) 0.32 2.2 3.40 1.54 3, 5, 6
Iron . . . . . . . . . . . . . . 3000 2.1(12) 8.3(11) 0.27 7.7 2.24 2.24 2, 3, 7
Ice . . . . . . . . . . . . . . . . 370c 7.0(10) 2.8(10) 0.25 1.0 3.36 3.36 2, 3

a Surface energy per surface.
b Measured for micron-sized particles.
c Estimated from H-bonding,
REFERENCES.È(1) Alford, & Birchall (2) Physics Vademecum (3)Kendall, 1987 ; (Anderson 1981) ; Israelachvili 1992 ;

& Padget (5) (6) (7) & Tho� len(4) Kendall 1987 ; Brocklehurst 1977 ; Zisman 1963 ; Easterling 1972. 　

1Hydrodynamic friction in lubricants(滑剤), Wear-less energy losses on atomic levels, Plastic deformation of the surfaces during
sliding, Material wear(磨耗),...
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2 原子スケールの素過程による摩擦

ここでは、2つの接触している物質を考え、物質表面を滑る原子の運動に作用する力を議論する。

まずは、原子間の相互作用によって生じる摩擦を議論する (2.1節)。これはたとえ表面が “つる

つる” であったとしても生じる力である。

表面を滑る原子に作用する力としては、接触している相手の原子からの分子間力（van derWaals

力）を想定し、さらに自身の物質内の原子からの力はバネで表現し、それらによるポテンシャルを

考えることで作用する力を求める。基本的には、McCelland (1989)および Tománek (1993)に従っ

て議論する。

次に、原子スケールの「段差 (step)」= surface roughnessによる抵抗力を議論する (2.2節)。格子

状に並ぶ原子で構成される球が接触・滑ることを考えた場合、必然的に原子スケールの段差が衝突

することになる。このことによる抵抗力を導出する。

2.1 物質表面の原子間相互作用による滑り摩擦

2.1.1 Independent Oscillatorモデル

　

図 2: Dominik and Tielens (1996)の Fig.2より

ここでは、個々の原子を Independent Oscillator(独立振動子)として考える。このことは、注目

原子の運動を隣接原子の運動とは独立に取り扱う、というもので、隣接原子が運動することによっ

て生じる注目原子への影響を無視することを意味する。この仮定は、

• 接触している2物体が異なる物質で構成され、原子格子間隔が揃っていない (not commensurable:

一方の物体の格子間隔が他方のそれの整数倍でない)時
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• 若しくは、（同一物質でも）格子間隔が不揃い (not aligned:不適合格子)の時

には妥当である。

以下では、Independent Oscillatorモデルをもとに滑り時の摩擦力を導出するが、後に示されるよ

うに

最大の力 fx,maxと平均の力 fx,fric

という 2種類の力が求められる。もし格子間隔が揃っている場合 (in-phase)には摩擦力が最大とな

り、slip-stick運動（応力がある閾値を超えて初めて滑り出してすぐ止まる、を繰り返す運動）、に

近くなると考えられ、このときの摩擦力が Independent Oscillatorモデルで得られる最大の力に相当

すると考えられる。また、格子間隔が不揃いの場合 (not in-phase)には、摩擦力は最小となり、こ

れが Independent Oscillatorモデルで得られる平均の力に相当すると考えられる。

具体的に fx,max, fx,fric を求めるにあたっては、物体 A 上を物体 Bが滑ることを考え、格子間隔 b

で固定されて並んでいる A の原子上を移動していく Bの原子１つに注目し、その力の釣り合いを

考える（図 2）。Aの面上に xy平面を設定し、Aから Bに向かう方向に z軸を設定する。Aの各原

子は図 2のように固定配置され、x軸に沿って注目する Bの原子（以下、注目 B原子と呼ぶこと

にする）が移動する。注目 B原子の位置を (x, 0, z)とする。

注目 B原子に働く作用としては

• 近傍にある A の各原子 i からの作用＝分子間力 (van der Waals力)

– Lennard-Jones potentialで表現（図 3）：

Vpair(r) = 4ε

{(
σ

r

)12
−

(
σ

r

)6
}

(2.1)

ここで、r は注目する Bの原子と Aの原子との距離で r =
√

(x− xi)
2 + y2

i + (z− zi)2、σ

は注目 B原子と接触している A の原子との典型的な距離（一般的には σは原子・分子

直径。Lennard-Jones potentialの場合は速度 0で近付いた時の最接近距離となる）。

　 　
図 3: Lennard-Jones potential

• Bの他の原子からの作用＝結合力 (binding force)

– 滑る方向 (x方向): バネ定数 ch、平衡点 x0のバネで表現

fx = ch (x0 − x) (2.2)
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– 垂直方向 (z方向): 簡単に、一定の力 − fzで表現。

物体 B全体の動き（位置）は x0であらわされる。以上の作用を考慮して、ある x0に対して注目

B原子にかかる力が釣り合う位置 xを求めることを目指す。このことは、B全体としての動き x0

と注目 B原子の動き xを準静的に追っていくことを意味する。

さらに、その釣り合いの位置で注目 B原子に働く fxを求める。 fxは滑る原子にかかる滑り方向

のバネの力であるが、これは作用反作用を考えれば物体 Bを動かすの必要な外力であり、つまり

は摩擦力を意味する。

以下では、物理量を εと σを用いて無次元化したものとして取り扱う (無次元化したものにはˆを

冠することにする)。即ち、長さスケールは σ、エネルギーは ε、力は ε/σ、バネ定数は ε/σ2で各々

規格化されているものとする。（後に εや chを現実の物性値を用いて表して、得られた無次元パラ

メーターの関係式を最終的な関係式にする。）

2.1.2 Aが作るポテンシャル

間隔 bで格子状に並んでいる A の原子のうち、原点付近にある注目 B原子 ( x, 0, z )に作用す

る近傍原子として、

−6b ≤ xi ≤ 6b, − b ≤ yi ≤ b, − b ≤ zi ≤ 0

に位置する 78個 (= 13× 3× 2)からの作用を考える。ここで簡単のために b ' σとすると、無次元
化した座標系では、上記範囲は

−6 ≤ x̂i ≤ 6, − 1 ≤ ŷi ≤ 1, − 1 ≤ ẑi ≤ 0.

これらの A の原子が注目 B原子の位置に作るポテンシャルの寄与の合計を V̂ABとすると、
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図 4: Aの原子群が ( x̂, 0, ẑ )につくるポテンシャル V̂ABの等高線マップ
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V̂AB(x̂, ẑ) =
∑

i

V̂pair(r̂ i)

=
∑

i

4
{
r̂−12
i − r̂−6

i

}
(2.3)

ここで V̂pairは式 (2.1)で与えられる Lennard-Jones potentialを無次元化したもの。また r̂ i は注目 B

原子と各 A 原子との距離で r̂ i =

√
(x̂− x̂i)

2 + ŷ2
i + (ẑ− ẑi)2。V̂ABを数値的に計算したものを図 4に

示す。

2.1.3 Bの他の原子からの作用が作るポテンシャル

注目 B原子に他の Bの原子が及ぼす作用によるポテンシャルは、

V̂BB (x̂, x̂0, ẑ) = ẑf̂z +
1
2

ĉh (x̂0 − x̂)2 (2.4)

2.1.4 注目 B原子の全ポテンシャル

上記 V̂ABと V̂BBから

V̂ (x̂, x̂0, ẑ) = V̂AB(x̂, ẑ) + V̂BB (x̂, x̂0, ẑ)

= V̂AB(x̂, ẑ) + ẑf̂z +
1
2

ĉh (x̂0 − x̂)2 (2.5)

2.1.5 z方向の釣り合いを考慮した全ポテンシャル

まず、z方向（垂直方向）には、注目 B原子は常に釣り合いの位置にあるとする。従って、ẑに

ついての方程式
∂

∂ẑ
V̂ (x̂, x̂0, ẑ) = 0 ⇐⇒ ∂

∂ẑ

(
V̂AB (x̂, ẑ) + ẑf̂z

)
= 0 (2.6)

を解くことで、z方向の釣り合いの位置 ẑeq(x̂)を決める（図 5）。

　
図 5:左： f̂z = 2.5とした時の V̂AB+ ẑf̂zの等高線。赤線は x̂に対する ẑeqをプロットしたもの。右：

x̂ = 0.5とした場合の V̂AB+ ẑf̂zを ẑの関数としてプロットしたもの。
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ẑeqを用いると、全ポテンシャルは x̂と x̂0の関数となり、

V̂ (x̂, x̂0) = V̂AB

(
x̂, ẑeq(x̂)

)
+ ẑeq(x̂) f̂z +

1
2

ĉh (x̂0 − x̂)2 (2.7)

= V̂0 (x̂) +
1
2

ĉh (x̂0 − x̂)2 . (2.8)

ここで、V̂0 (x̂) ≡ V̂AB

(
x̂, ẑeq(x̂)

)
+ ẑeq(x̂) f̂zとおいた。例えば f̂z = 2.5, ĉh = 8.0とした場合の V̂ (x̂, x̂0)

は図 6のようになる。
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図 6:左：ĉh = 8.0, f̂z = 2.5とした場合の V̂ (x̂, x̂0)の等高線マップ。右：x̂0 = 0.01の場合（赤）お

よび x̂0 = 0.5の場合（緑）の V̂をそれぞれ x̂の関数としてプロットしたもの。x̂0 = 0付近では鞍

点になっていることがわかる。

2.1.6 x̂0に対する x̂の釣り合いの位置、バネの力

物体 B全体の滑り運動の位置を表す x̂0に対して、注目 B原子が釣り合う位置 x̂ = x̂(x̂0)は、

∂

∂x̂
V̂ (x̂, x̂0) = 0 ⇐⇒ ∂

∂x̂
V̂0 (x̂) − ĉh (x̂0 − x̂) = 0 (2.9)

を解いて求められる。また、その平衡点におけるバネの力（＝滑らせるのに必要な最低限の力）は、

f̂x(x̂(x̂0), x̂0) = ĉh(x̂0 − x̂(x̂0)) =
∂

∂x̂
V̂0(x̂)

∣∣∣∣∣
x̂=x̂(x̂0)

(2.10)

で得られる。

ただし、図 6を見るとわかるように、全ポテンシャル V̂ (x̂, x̂0)には鞍点が存在する。そのため x̂0

に対し平衡解 x̂ = x̂(x̂0)が複数存在（鞍点では不安定解）し一意に決まらない場合がある。そこで、

+x方向に Bが滑っていくことを想定した場合に、注目 B原子は以下のように移動すると考える：
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• B全体の動きを表す x̂0は +x方向に準静的に動くとする。

• 注目 B原子 x̂(x̂0)は、x̂0の移動に従ってやはり +x方向に準静的に動くことになる。ただし、

一意に定まらない時には、x̂は複数ある平衡点のうち、直前の平衡点に最近接の平衡点とす

る。これは注目 B原子があまり進まずに「とどまる」ことを意味する。

• +x方向近傍に平衡点が見当たらなくなると、より遠くの平衡点に「ジャンプ」して移動する。

以上のような x̂(x̂0)の動きを、様々な ĉh、 f̂zの値に対して図示したものが図 7-12にある。

• いずれの場合も、x̂(x̂0)と x̂0は「抜きつ抜かれつ」の動きをする。つまり、注目 B原子が A

の原子に「引っかかる」と注目 B原子は遅れだし、バネが伸びる。引っかかりから「脱する」

に十分な力をバネから受けると注目 B原子は先に進む。

• f̂zと ĉhの値によっては、注目 B原子の移動が連続的であったり（図 7, 12)、不連続であった

りする (図 8-11)。大きな傾向としては、 f̂zが大きいほど（「押さえつけられる」ほど）、ĉhが

小さいほど（「バネが軟らかい」ほど）、不連続になる。不連続になる条件については後に詳

述する。

さらに、B全体と注目 B原子の位置の差 x̂0 − x̂(x̂0)が求められ、そこから式 (2.10)にあるように

注目 B原子にかかるバネの力 f̂x(x̂(x̂0), x̂0)が求められる。図 7-12には、これらの結果も示す。バネ

の力も位置同様、連続の場合もあれば不連続の場合もある。

求められた f̂x(x̂(x̂0), x̂0)から、次の 2種類の力、即ち滑らせるのに必要な最大の力 f̂x,maxと平均

的な力 f̂x,fric を定義する：

f̂x,max ≡ max{ĉh(x̂0 − x̂(x̂0)} = max

{
d
dx̂

V̂0 (x̂)

}
(2.11)

f̂x,fric ≡ 1

l̂

∫ l̂

0
f̂x(x̂(x̂0), x̂0)dx̂0 (2.12)

平均を取る長さ l̂ は Aの格子間隔に選べばよいので、l̂ = 1。

• V̂0 (x̂)の表式 (2.8)を考慮すれば、最大力 f̂x,maxは、式 (2.11)の最右辺から、ĉhによらず、 f̂z
のみで決まる

f̂x,max = f̂x,max( f̂z) (2.13)

即ち、バネの強弱に依らない。これはバネの力が f̂x,maxに達するまで、バネが伸びることを

意味する。バネ定数が小さければよりバネが伸び、x̂0と x̂(x̂0)の差が大きくなる。

• 平均力 f̂x,fric は、x̂(x̂0)が連続に変化する（このとき f̂x(x̂(x̂0), x̂0)も連続）場合には、

f̂x,fric = 0

である。これは平均すると摩擦力なし、ということを意味する。x̂(x̂0)が不連続の場合には、

f̂x,fric > 0

となり、平均しても摩擦力は消えずに残る。

8



ch = 8., fz = - 5.

contour of V
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図 7: ĉh = 8.0, f̂z = −5.0とした場合の x̂(x̂0) (左上)、x̂(x̂0) − x̂0 (左中)、 f̂x(x̂(x̂0), x̂0) (左下)。左下図

の緑色の線は、平均した力 f̂x,fric の値。右上：V̂ (x̂, x̂0)の等高線マップに x̂(x̂0) (桃色線)を重ねて表

示したもの。右中：V̂0 (x̂)（赤）及び − d
dx̂V̂0 (x̂)（緑）を表示したもの。V̂0 (x̂)は注目 B原子が位置

x̂にある時の、バネ作用を除いたポテンシャルを表す。また − d
dx̂V̂0 (x̂)はそのポテンシャルにより

生じる作用力。右下：− d2

dx̂2 V̂0 (x̂)をプロット（赤）。緑線は ĉhの値を示す。
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ch = 8., fz = 0.
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図 8: ĉh = 8.0, f̂z = 0.0とした場合。他は図 7と同様。

10



ch = 8., fz = 2.5
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図 9: ĉh = 8.0, f̂z = 2.5とした場合。他は図 7と同様。
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ch = 8., fz = 5.
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図 10: ĉh = 8.0, f̂z = 5.0とした場合。他は図 7と同様。

12



ch = 8., fz = 10.
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図 11: ĉh = 8.0, f̂z = 10.0とした場合。他は図 7と同様。
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ch = 20., fz = 2.5
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図 12: ĉh = 20.0, f̂z = 2.5とした場合。他は図 7と同様。
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2.1.7 エネルギー散逸とパラメーターについての議論

注目 B原子が「ジャンプ」して移動すると、ジャンプ前後のエネルギーの差だけ、エネルギーが

散逸すると考えられる（実際には自由振動などの運動エネルギーになりやがて散逸する）。このエ

ネルギー散逸量は平均的摩擦力 f̂x,fric がする仕事と等しい（はず）。先に述べたように、全ポテン

シャル V̂に鞍点があると「ジャンプ」が生じるので、エネルギーが散逸しない（即ち f̂x,fric = 0と

なる）ための十分条件は、変曲点が存在しないこと2、すなわち

∂2

∂x̂2
V̂(x̂, x̂0) > 0. (2.14)

V̂(x̂, x̂0)の式 (2.8)を代入して、ĉhについての次の条件が得られる

ĉh > −
∂2

∂x̂2
V̂0(x̂). (2.15)

したがって、バネ定数には閾値が存在し、それを ĉcrit とすると

ĉcrit = max

{
− ∂

2

∂x̂2
V̂0(x̂)

}
(2.16)

V̂0(x̂)においては、 f̂zがパラメーターであるから、結局 ĉcrit は f̂zの（増加）関数で、

ĉcrit = ĉcrit( f̂z). (2.17)

したがって、 ĉh > ĉcrit( f̂z) =⇒ f̂x,fric = 0, エネルギー散逸しない。

ĉh < ĉcrit( f̂z) =⇒ f̂x,fric > 0, エネルギー散逸。
(2.18)

このことは、図 7-12において確かめられる（各図にある右下の図に注目。）。

定性的には、次のように理解できる。 f̂zが大きい、つまり接触面を垂直に抑える力が大きいと、

注目 B原子 x̂は A の原子に「引っかかって」しまいなかなか先に進めず B全体 x̂0だけがどんど

ん先に進んでしまう（バネが伸びる）。バネが十分に伸びてようやく乗り越えたときには、x̂0はず

いぶん先に進んでおり、そのときの平衡点におけるバネの力（の絶対値）は小さい。したがって、

f̂x,fric > 0となる。

式 (2.17)は、逆に考えると、ある ĉhに対して閾値となる f̂zが決まることを意味する。その f̂zの

閾値を f̂z,crit とすると、

f̂z,crit = f̂z,crit(ĉh). (2.19)

したがって、  f̂z < f̂z,crit(ĉh) =⇒ f̂x,fric = 0, エネルギー散逸しない。

f̂z > f̂z,crit(ĉh) =⇒ f̂x,fric > 0, エネルギー散逸。
(2.20)

2変曲点があっても鞍点が存在しない場合があるのでこの条件は必要条件ではない。

15



2.1.8 無次元量 f̂z,crit , f̂x,max, f̂x,fric の表式

f̂z,crit(ĉh)（式 (2.19)）、 f̂x,max( f̂z)（式 (2.13)）、および f̂x,fric（式 (2.20)）を数値的に求めると（図

13。 f̂z,crit(ĉh)は実際には式 (2.17)を求めて算出）、

f̂z,crit = 0.89ĉh − 8.24 (2.21)

f̂x,max = 0.34f̂z + 3.07 (2.22)

f̂x,fric =

0 (for f̂z < f̂z,crit(ĉh))

0.33(f̂z − f̂z,crit(ĉh)) (for f̂z > f̂z,crit(ĉh))
(2.23)

今後のために、各係数の数値を文字にして表して

f̂z,crit = α1ĉh + β1 (2.24)

f̂x,max = α2 f̂z + β2 (2.25)

f̂x,fric =

0 (for f̂z < f̂z,crit(ĉh))

α3( f̂z − f̂z,crit(ĉh)) (for f̂z > f̂z,crit(ĉh))
(2.26)

　図 13: Dominik and Tielens (1996)の Fig.5より
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2.1.9 εの表面エネルギー γによる表現

εおよび chを測定可能な物性値によって表せられれば、これまでに得られた関係式を現実の系

に応用できる。

まずは εについて。εは分子間相互作用ポテンシャルのモデルである Lennard-Jonesポテンシャ

ル（式 (2.1)）における最低エネルギーを表すパラメーターである。また、分子間引力ポテンシャ

ルは表面エネルギー（表面張力）γを用いて表すことができる。したがって、εを γを用いて表す

ことが考えられる。

ここでは、Lennard-Jonesポテンシャルの引力項（van der Waals力）

w(r) = −4εσ6

r6
= −C

r6
(2.27)

のみを取り出して考える。C = 4εσ6。

van der Waals力は、本来非加算で遅延的である（単純にすべての原子・分子からのポテンシャル

を足し合わせることは出来ない）が、ここでは、巨視的物体間の相互作用ポテンシャルを考える上

で、加算・非遅延を仮定する。そうすると、2物体間に働く引力ポテンシャルは、2物体間のすべ

ての原子・分子から、w(r)の形のポテンシャルの寄与があるとして、それらを足し合わせて求めら

れる。詳細は教科書（Israelachvili (1992)など）参照。結果的に、van der Waalsポテンシャル w(r)

を仮定したとき、距離 Dだけ離れた 2つの半無限体 1,2の表面間の「単位表面積あたり」の引力相

互作用ポテンシャルは

Wsurface(D) = −πCn1n2

12D2
(単位面積当たり) (2.28)

となる。ここで n1, n2はそれぞれの物体中の原子数密度。さらに、Hamaker constant3

AH = π
2Cn1n2 (2.29)

を導入すると、

Wsurface(D) = − AH

12D2
(単位面積当たり) (2.30)

と表される4。

2物体の表面が接触している時の表面間距離を原子間距離程度

D ' σ (2.31)

とする5。また原子数密度を格子間隔 b1, b2をもちいて

n1,2 ∼ b−3
1,2 (2.32)

と表し6、C = 4εσ6を代入すると、接触している面の付着エネルギーは

Wsurface(σ) = −επ
3
σ4

b6
, where b=

√
b1b2 (2.33)

3ちなみに Hamaker constantAH はほとんど物質によらず、∼ 10−19 J (= 10−12 erg)のオーダーであり、多くの凝縮系で
は、AH = (0.4− 4)× 10−19 Jの範囲にある。

4ちなみに半径 R1, R2 の 2つの球間の引力相互作用ポテンシャルは、W(D) = −AH

6D
R1R2

R1 + R2
.

5実際には、もっと小さい距離（∼ 0.4σ）を用いる必要がある（e.g., Israelachvili, 1992）。
6最密充填なら n =

√
2b−3
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さて、表面エネルギー γを考えると、

Wsurface(σ) = −γ (×2 ?) (2.34)

これに式 (2.33)を代入して

γ = −επ
3
σ4

b6
(×1

2
?) (2.35)

よって

ε =
3
π

b6

σ4
γ (×2 ?). (2.36)

となり、εの γをふくむ物性値で表す式が得られた7。また、b ∼ σとすると

ε ∼ b2γ (2.37)

2.1.10 chの弾性定数を用いた表現

せん断弾性係数（shear modulus）Gを用いてバネ定数 chをあらわすことを考える。

互いに滑っている 2物体 (shear modulus:G1, G2)の接触面における歪みを ε1, ε2とし、働いてい

るシア応力を τ（1,2共通）とすると、

τ = G1ε1, τ = G2ε2 (2.38)

よって (
1

G1
+

1
G2

)
τ = ε1 + ε2. (2.39)

ここで
1
G
≡ 1

G1
+

1
G2

, ε = ε1 + ε2とおくと、

τ = Gε (2.40)

一方、接線方向にかかる力を Qx、変位を xとすると

Qx = chx (2.41)

原子格子間隔 bを特徴的な変形量とし、上式の両辺を b2で割ると
Qx

b2
=

ch

b
x
b

(2.42)

Qx

b2 = τ, x
b = ε と考えれば式 (2.40)と比較して

ch = Gb (2.43)

ε
σ2 で規格化したバネ定数 ĉhは、

ĉh =
ch

ε/σ2
=

Gb
ε/σ2

∼ Gσ2

γb
(2.44)

最後の変形には、b ∼ σとしたときの εの表式 (2.37)を用いた。
7Dominik and Tielens (1996, 1997)中には、?をつけたファクター 2が抜けている。しかしながら、ファクター 2をつけ

たうえで、原子数密度として最密充填の n =
√

2b−3 を用いると、ε = 3
π

b6

σ4 γとなり、偶然（？）ながら彼らの導出した式と

一致する。また、接触時の表面間距離として D = 0.4σ を採用すると、ε = 3
π

b6

σ4 γ × 0.16となり、一桁小さくなる。このよ

うな不定性はあるが、以降は、ε = 3
π

b6

σ4 γで話しを進めることにする。
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2.1.11 接触面にかかる圧力 pと摩擦力 qの関係式

式 (2.24)(2.25)(2.26)の力の関係式を有次元化するために ε
σ
を掛け、かつ応力の次元にするため

に b2で割ると、接触面にかかる「単位面積当たり」の摩擦力 qと垂直圧力 pの関係式が得られる。

その際、ε, ĉhの表式 (2.36)(2.44)も使用する。

• 式 (2.25)から、最大摩擦力 qmaxは

qmax = µmaxp+ µmax
0 (2.45)

µmax = α2 = 0.34 (2.46)

µmax
0 =

ε

σb2
β2 =

3β2

π

b4

σ5
γ =

9.21
π

b4

σ5
γ (2.47)

• 式 (2.26)および式 (2.24)から、滑り時の平均摩擦力 qslide,ioは

qslide,io=

 0 (for p < pcrit)

µslide,iop+ µslide,io
0 (for p > pcrit))

(2.48)

µslide,io = α3 = 0.33 (2.49)

µslide,io
0 = −α3pcrit = −0.33pcrit (2.50)

pcrit =
ε

σb2
f̂z,crit =

ε

σb2
α1ĉh +

ε

σb2
β1 (2.51)

=
3α1

π

b3

σ3
G+

3β1

π

b4

σ5
γ =

2.67
π

b3

σ3
G − 24.72

π

b4

σ5
γ (2.52)

上添字の ioは、Independent Oscillatorモデルによる摩擦力であることを明示し、次節の surface

roughnessによる摩擦力と区別するために付した。

2.2 原子スケールの Surface Roughnessによる滑り摩擦

　
図 14: Dominik and Tielens (1996)の Fig.6より

例えば小さな立方体で構成されている球（図

14）を想像すればわかるように、結晶格子で構

成されている球の表面は滑らかではなく「段差

(step)」がある。球が接触して滑るときにはこの

原子スケールの互いの段差が衝突し、抵抗となる。

段差同士が衝突すると、「かど」の原子が表面

に押し込まれることで段差が解消され滑ることが

できると考えられる（図 15）。

一つの原子を表面に押し込むのには、押し込ま

れる箇所の両隣の原子を bだけ離す必要があり、

それはバネ定数

c ' Gb (2.53)

のバネを bだけ伸ばすことに相当する（バネ定数の与え方は 2.1.10節参照）。
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　図 15: Dominik and Tielens (1996)の Fig.7より

従って 1つの段差を解消して滑るのに必要なエネルギーを Ustepとすると

Ustep'
1
2

cb2 =
1
2

Gb3. (2.54)

滑っている時に段差を解消するのに必要な全エネルギーは、滑っている間に出会う（押しつぶ

す）段差の数を Ustepに掛けたもの、となる。そこで、単位面積が単位長さ滑ったときに出会う段

差数 Nsを求める。

球の大円の一周上にある段差数は、

∼ 2R
b
. (2.55)

すると単位長さあたりの段差数 Λは、

Λ '
2R
b

2πR
=

1
πb
. (2.56)

単位面積上に存在する段差数を Σ とすると、幅 bの帯を考えれば

Σ =
Λ

b
' 1
πb2

. (2.57)

従って、

Ns = Σ × Λ =
1

π2b3
(2.58)

となり、単位面積が単位長さ滑るのに必要なエネルギーは、

Ustep× Ns =
G

2π2
. (2.59)

滑っているときに一定のシア応力 qslide,stepがかかるとし、これがする仕事が上に述べたエネル

ギーになるとすると、滑り距離を Lとして次の関係式が成り立つ

qslide,step× L =
G

2π2
× L. (2.60)
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従って、

qslide,step=
G

2π2
. (2.61)

ゆえに、球同士が滑る時の、原子スケールの段差による単位面積当たりの摩擦力は上の式であた

えられる。前節の形式にあわせると、

qslide,step= µ
slide,step
0 =

G
2π2

(2.62)

2.3 JKR理論による球接触面の圧力分布

前節までで、単位面積当たりの摩擦力と圧力の関係が得られたので、これを表面エネルギー γで

接触している弾性球の接触面に適用すれば、接触球が滑るときの摩擦力が求められる。ここではそ

のための準備として、表面エネルギー γで接触している弾性球についてのモデルである JKR理論

の結果についてまとめておく。

半径 R1,R2、ヤング率 E1,E2、ポアソン比 ν1, ν2の２つの弾性球が、表面エネルギー γのもとで

接触している。

外力なしで弾性力と付着力が釣り合っている時の接触面（円）の半径は、

a0 =

(
9πγR2

E∗

) 1
3

(2.63)

ここで、R, E∗ はそれぞれ 2球の換算半径および換算修正ヤング率：

1
R
≡ 1

R1
+

1
R2
,

1
E∗
≡

1− ν2
1

E1
+

1− ν2
2

E2
(2.64)

静かに（準静的に）球を引き離すのに必要な力は

Fc = 3πγR (2.65)

また釣り合っている時の球の中心間の接近変位は

δ0 =
a2

0

3R
=

Fc

E∗a0
(2.66)

接触円の半径 aと 2球間に働く力 F の関係は、â =
a
a0
として

F
Fc
= 4

(
â3 − â

3
2

)
. (2.67)

接触面上の垂直圧力分布は、接触面の中心からの距離を r として

p(r, a) = 6
Fc

πa2
0

â

(
1− r2

a2

) 1
2

− 2
Fc

πa2
0

â−
1
2

(
1− r2

a2

)− 1
2

(2.68)

2.4 滑り摩擦力

単位面積当たりの摩擦力が qのとき、接触面全体での摩擦力は

Qx =

"
q dxdy (2.69)

で与えられる。qとしてこれまでに求められた式 (2.45)(2.48)(2.62)を用い、さらに JKR理論に基

づく接触面圧力分布（式 (2.68)）を用いて、接触弾性球同士が滑るときの摩擦力を求める。
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2.4.1 Maximum force in the independent oscillator model

Qmax
x =

∫ a

0
qmax(r) 2πrdr

=

∫ a

0

(
µmaxp(r,a) + µmax

0

)
2πrdr

= µmax
∫ a

0
2πrp(r,a)dr + πa2µmax

0 . (2.70)

2球間に働く力 F は、

F =
∫ a

0
2πrp(r,a)dr (2.71)

だから

Qmax
x = µmaxF + πa2µmax

0 = 0.34F + 0.21a2 b4

σ5
γ (2.72)

2.4.2 Average friction force for non-matching grids in the independent oscillator model

この摩擦力は、圧力 pが、p > pcrit の領域（それを r < rc とする: p(rc,a) = pcrit）のみ働く。

よって、

Qslide,io
x =

∫ rc

0
qslide,io(r) 2πrdr

=

∫ rc

0

(
µslide,iop(r,a) + µslide,io

0

)
2πrdr

= 2π
∫ rc

0
µslide,ior

6
Fc

πa2
0

â

(
1− r2

a2

) 1
2

− 2
Fc

πa2
0

â−
1
2

(
1− r2

a2

)− 1
2
 dr + πr2

cµ
slide,io
0

= 4µslide,ioFc

â3

1−
(
1− r2

c

a2

) 3
2

 − â
3
2

1−
(
1− r2

c

a2

) 1
2


 + πr2

cµ
slide,io
0 . (2.73)

• rc = 0、すなわち

p(0,a) =
2Fc

πa2
0

(
3â− â−

1
2

)
< pcrit (2.74)

のときには、

Qslide,io
x = 0. (2.75)

• また、rc −→ aのときには（JKR理論では接触面の縁 (r = a)では圧力は負に発散するのであ

りえないが）、

Qslide,io
x = µslide,ioF + πa2µslide,io

0 = 0.33F − 0.33pcritπa2 (2.76)

pcrit は、式 (2.51)で与えられ

pcrit =
2.67
π

b3

σ3
G − 24.72

π

b4

σ5
γ (2.77)

2.4.3 Friction force due to grid steps on surfaces

Qslide,steps
x = πa2µ

slide,steps
0 =

Ga2

2π
. (2.78)
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2.5 捩れに対する抵抗モーメント

捩れ（twist）運動に対する抵抗も、これまでに述べた滑りに対する抵抗（摩擦）によって生じ

る。捩れの場合には、単位面積当たりの摩擦力 qが接触面の動径方向と垂直に作用すると考えられ

るので、2球間の捩れに対する抵抗モーメントは摩擦力と同様に

Mz =

"
rq 2πrdr (2.79)

で求められる。qとして式 (2.45)(2.48)(2.62)を用い、さらに JKR理論に基づく接触面圧力分布（式

(2.68)）を用いて、以下にそれぞれの摩擦力に対応する捩れの抵抗モーメント（トルク）を導出する。

2.5.1 Maximum torque for alined idential grids twist

Mmax
z =

∫ a

0
rqmax2πrdr

= 2π
∫ a

0
r2

(
µmaxp(r,a) + µmax

0

)
dr (2.80)

= πµmaxFca0

(
3
4

â4 − â
5
2

)
+

2
3
πa3µmax

0 (2.81)

2.5.2 Average torque for unalined grids twist

Mslide,io
z =

∫ rc

0
rqslide,io2πrdr

= 2π
∫ rc

0
r2

(
µslide,iop(r,a) + µslide,io

0

)
dr (2.82)

= 2µslide,ioFca0


(
3
4

â4 − â
5
2

)
arcsin

rc

a
+

(
3
2

âr̂c
3 − 3

4
â3r̂c + â

3
2 r̂c

) (
1− r2

c

a2

) 1
2


+

2
3
πr3

cµ
slide,io
0 (2.83)

ここで、r̂c ≡
rc

a0
とした。

また、rc −→ aとすると、

Mslide,io
z = πµslide,ioFca0

(
3
4

â4 − â
5
2

)
+

2
3
πa3µslide,io

0 (2.84)

2.5.3 Torque due to surface steps

Mslide,steps
z =

∫ a

0
rµslide,steps

0 2πrdr =
Ga3

3π
(2.85)
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2.6 摩擦力と法線方向引張力との比較

これまでに求められた 2球間の摩擦力 Qmax
x （式 (2.72)）、Qslide,io

x （式 (2.73)）、Qslide,steps
x （式 (2.78)）

と法線方向引張力 Fc（式 (2.65)）の比をとり、それらの大きさを比較する。とくに物性の違いによ

る影響を見るために、各摩擦力は F = 0 (即ち a = a0)の場合で考えることにする。

Rと
Eσ
γ
をパラメーターとして

Qmax
x

Fc
,

Qslide,io
x

Fc
,

Qslide,steps
x

Fc
,

Qslide,io
x + Qslide,steps

x

Fc

をそれぞれプロットしたものが図 16。

　図 16: Dominik and Tielens (1996)の Fig.8より。ただし、図 (c)の縦軸の Rの単位は [cm]であるこ

とに注意。従って、図 (d)の右側領域も Rの単位は [cm]。本文中の近似式を用いて Rの単位を [m]

で描きなおしたものが図 17
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図 17: 図 16と同様の図。ただし、σ = 3 × 10−10 mとして近似式を用いて計算。(a):Qmax
x /Fc =

9
(

Eσ
γ

)− 2
3
(

R
σ

) 1
3 . (b):Qslide,io

x /Fc = 0.32
(
24.72− 2.67Eσ

γ

) (
Eσ
γ

)− 2
3
(

R
σ

) 1
3 . (c):Qslide,steps

x /Fc = 0.1
(

Eσ
γ

) 1
3
(

R
σ

) 1
3 .

(d):(Qslide,io
x + Qslide,steps

x )/Fc.
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もともと摩擦力に関する無次元パラメーターは、 f̂zと ĉhであり、いま f̂z = 0とするので ĉhのみ

がパラメーターとなる。式 (2.44)より

ĉh ∼
Eσ
γ

(2.86)

であるから、球のサイズの効果も考えて、結局 Eσ
γ
と Rをパラメーターとして図 16はプロットさ

れている。
Eσ
γ

(∼ 1/2(Eσ)σ2

πσ2γ
)は、硬さと付着度の目安を示すものであり、この値が「大きい」と物質は「硬

い」and/or「付着しにくい」、ということを意味する。図 16に示すように、この値は物質によって

大きく異なる。以下、各値について詳しく見ていく。

• Qmax
x /Fc (図の (a))

Qmax
x (F = 0)

Fc
=

πa2
0µ

max
0

Fc
=
πa2

0
3β2

π
b4

σ5γ

3πγR
=

(
9πγR2

E∗

) 2
3 β2

πR
b4

σ5

' 9

(
E∗σ
γ

)− 2
3 (R
σ

) 1
3

(←↩ b/σ ' 1) (2.87)

これをプロットしたものが図 16(a)。ほとんどの場合で Qmax
x � Fc。とくに、R大・Eσ

γ
小、す

なわち、

大きくて、軟らかい and/or付着力大 =⇒ Qmax
x � Fc　

となり、最大摩擦がかかるときには球が剥がれてしまい、滑りによる移動はないと考えら

れる。

ただし、

大変小さく、硬い and/or付着力小 =⇒ Qmax
x ' Fc　

であり、例えば 100Åの quartzに対しては、接触を保持したまま滑りによる移動が可能であ

ると考えられる。

• Qslide,io
x /Fc (図の (b))

平均的摩擦力 Qslide,io
x が働くか働かないかの境界が、

Eσ
γ
' 101.4 ' 25 (2.88)

にある。この境界の値は、以下のように説明される：

式 (2.21)から、 f̂z = 0のとき、 f̂ slide,io
x が 0になるかどうかの境は ĉcrit ' 10で与え

られる（ĉh > ĉcrit のとき摩擦力は 0）。ĉh ' Gσ
γ
だから、(

Eσ
γ

)
crit

=

(
2(1+ ν)Gσ

γ

)
crit

' 2.5ĉcrit ' 25' 101.4 (2.89)

従って、Eσ
γ
& 101.4のとき、Qslide,io

x = 0。
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Eσ
γ
. 101.4のときは、rc −→ a0の近似式 (2.76)を用いて

Qslide,io
x (F = 0)

Fc
=

πa2
0µ

slide,io
0

Fc
=

π
(

9πγR2

E∗

) 2
3 × (−0.33pcrit)

3πγR

=

π
(

9πγR2

E∗

) 2
3 ×

(
−0.33

(
2.67
π

G− 24.72
π

γ
σ

))
3πγR

' 0.32

(
24.72− 2.67

Gσ
γ

) (
E∗σ
γ

)− 2
3 (R
σ

) 1
3

(2.90)

これが図 16(b)の左側の領域（Eσ
γ
. 101.4）。この領域ではほとんど Qslide,io

x � Fc。すなわち

軟らかい and/or付着力大 =⇒ Qslide,io
x � Fc

で、Iceや Ironは、摩擦力 Qslide,io
x のもとでは滑りによる移動はないと考えられる。

• Qslide,steps
x /Fc (図の (c))

Qslide,steps
x (F = 0)

Fc
=

Ga2
0

2π
1

3πγR
=

1
6π2

G
γ

(
9πγR2

E∗

) 2
3 1

R

' 0.1

(
Eσ
γ

) 1
3 (R
σ

) 1
3

(2.91)

これをプロットしたものが図 16(c)。Qslide,steps
x と Fcは結構同程度。

小さい =⇒ Qslide,steps
x . Fc

大きい (> 1µm) =⇒ Qslide,steps
x > Fc

サイズが小さいと Qslide,steps
x が小さくなるのは、「段差」数が少なくなるから。

•
(
Qslide,io

x + Qslide,steps
x

)
/Fc (図の (d))

* Eσ
γ
< 101.4 (i.e.,軟らかい and/or付着力大：Ice, Iron)

=⇒ Qslide
x � Fc

∴ aggregate中の滑り移動は難しい。

* Eσ
γ
> 101.4 (i.e.,硬い and/or付着力小：Quartz, Graphite)

R< 0.1µm =⇒ Qslide
x . Fc

∴ 小さい粒子であれば、 aggregate中の滑りによる構造変化可能。
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同様に、各捩れの抵抗モーメントを Fcaoで規格化したものを表示したものが図 18。捩れも滑り

と同じ素過程によっているので、滑り摩擦と同様の傾向を示している。

　図 18: Dominik and Tielens (1996)の Fig.9より。ただし、図 (c)の縦軸の Rの単位は [cm]であるこ

とに注意。従って、図 (d)の右側領域も Rの単位は [cm]。
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2.7 接線衝突の際の滑り運動の可能性

　図 19: Dominik and Tielens (1996)の Fig.10より

固定球に、別の球が運動エネルギーW0で接線

衝突することを考える（図 19）。衝突した球が、

固定球と接触を保ちながら滑り運動のみで移動す

ることを考えると、

W0 ∼ Fcδ0 (2.92)

Qfric
x = Qslide,io

x + Qslide,steps
x (2.93)

（W0は、くっつくエネルギー Estickと同程度とした。）

滑りによる摩擦でエネルギーW0がすべて散逸するとすると、滑り距離は

Sslide =
W0

Qfric
x

(2.94)

Sslide/2πR1をプロットしたのが、図 20。

　図 20: Dominik and Tielens (1996)の Fig.11より
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結果は、ほとんど滑らないことを示唆。Eσ
γ
& 102.8では、Sslide < b　となり、実質滑らない。こ

れは摩擦力が小さくても、W0が小さくて滑らせるのに十分なエネルギーがないからである。ただ

し、大きなアグリゲイトの衝突の際には、十分なエネルギーが考えられるので、滑りがアグリゲイ

トのコンパクションに寄与するかもしれない。
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3 滑り面が十分固着している時の弾性論的接線方向作用力

付着力、あるいは摩擦力が十分強く、相互の接触面が滑らない状態を仮定する。この状態でシア

応力をかけた場合に生じる接線方向の変位量（3.2節）、および捩れに対するトルク（3.3節）を求

める。導出は Johnson (1987)を参考に進めていくことにする。

半無限体表面上の点シアによる応答から出発し、それの重ね合わせとして円領域内（球同士の接

触を考えるので、接触面は円を考える）のシア応力分布に対する変位を求めていくことになる。

3.1 半無限体表面での Point tangential traction

ヤング率 E、ポアソン比 µの半無限弾性体の自由表面に xy平面を設定し、下向き (内部向き)に

z軸を設定する。原点に、自由表面に沿って集中力 Qxを x軸正の向きにかける（接線方向力：シ

ア）。せん断弾性係数（shear modulus）Gとヤング率 Eとの関係は

G =
E

2(1+ ν)
. (3.1)

このとき、半無限体体内の点 ( x, y, z )における変位および応力分布は以下のように与えられる

（参照：Johnson, 1989; Landau and Lifsitz, 1986）。ρ =
√

x2 + y2 + z2として

ux =
1

4πG
Qx

[
1
ρ
+

x2

ρ3
+ (1− 2ν)

{
1

ρ + z
− x2

ρ (ρ + z)2

}]
(3.2)

uy =
1

4πG
Qx

[
xy
ρ3
− (1− 2ν)

xy

ρ (ρ + z)2

]
(3.3)

uz =
1

4πG
Qx

[
xz
ρ3
+ (1− 2ν)

x
ρ (ρ + z)

]
(3.4)

2πσx

Qx
= −3x3

ρ5
+ (1− 2ν)

{
x
ρ3
− 3x

ρ (ρ + z)2
+

x3

ρ3 (ρ + z)2
+

2x3

ρ2 (ρ + z)3

}
(3.5)

2πσy

Qx
= −3xy2

ρ5
+ (1− 2ν)

{
x
ρ3
− x

ρ (ρ + z)2
+

xy2

ρ3 (ρ + z)2
+

2xy2

ρ2 (ρ + z)3

}
(3.6)

2πσz

Qx
= −3xz2

ρ5
(3.7)

2πτxy

Qx
= −3x2y

ρ5
+ (1− 2ν)

{
− y

ρ (ρ + z)2
+

x2y

ρ3 (ρ + z)2
+

2x2y

ρ2 (ρ + z)3

}
(3.8)

2πτyz

Qx
= −3xyz

ρ5
(3.9)

2πτzx

Qx
= −3x2z

ρ5
(3.10)

2π
Qx

(
σx + σy + σz

)
= −2

(1+ ν) x
ρ3

(3.11)

(応力は、圧縮だと −、引張だと +。)
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表面（z= 0）においては、r =
√

x2 + y2として変位は

ūx =
1

2πG
Qx

(
1− ν

r
+ ν

x2

r3

)
(3.12)

ūy =
1

2πG
Qxν

xy
r3

(3.13)

ūz =
1

4πG
Qx (1− 2ν)

x
r2

(3.14)

また応力は

σ̄x = −Qx

π

{
(1− 2ν)

x
r3
+ ν

3x3

r5

}
(3.15)

σ̄y = −Qx

π
ν

3xy2

r5
(3.16)

σ̄z = 0 (3.17)

τ̄xy = −Qx

2π

{
(1− 2ν)

y
r3
+ 2ν

3x2y

r5

}
(3.18)

τ̄yz = τ̄zx = 0 (3.19)

3.2 円領域面に一方向接線変位を引き起こす接線方向作用力

半無限弾性体表面の r ≤ 0の円領域 S内に接線方向作用力 qx(x, y)をかけることを考える。ここ

では方向が x軸の正の方向で、大きさが

qx(r) = q0

(
1− r2

a2

)− 1
2

(3.20)

という分布を考える。結果として、表面において力と平行な方向 (x方向)の変位 ūxは円領域内の

場所によらず一定で、力と垂直な方向 (y方向)の変位 ūyは 0となる。では、具体的に計算してみ

よう。

図 21: Johnson(1987)の Fig.3.1より

表面上の点 B(x, y)における変位は、領域内の点C(ξ, η)にかかる接線方向作用力 qx(ξ, η)がつく
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る変位を重ね合わせて得られる。したがって、式 (3.12),(3.13),(3.14)から

ūx(x, y) =
1

2πG

"
S

qx(ξ, η)

{
1− ν

s
+ ν

(ξ − x)2

s3

}
dξdη (3.21)

ūy(x, y) =
ν

2πG

"
S

qx(ξ, η)
(ξ − x)(η − y)

s3
dξdη (3.22)

ūz(x, y) = − (1− 2ν)
4πG

"
S

qx(ξ, η)
ξ − x

s2
dξdη (3.23)

（ここで s=
√

(ξ − x)2 + (η − y)2とした。また、
−−→
CB= (x− ξ, y− η)だから、各式 (3.12),(3.13),(3.14)

において x, yをそれぞれ x− ξ, y− ηに置き換えればよい。さらに Qxを qxdξdηとして積分する形

にすれば上の各式が得られる。）

BからみたCの偏角を φとすると、

ξ = x+ scosφ, η = y+ ssinφ. (3.24)

t ≡
∣∣∣∣−−→OC

∣∣∣∣とすると
t2 = ξ2 + η2 = (x+ scosφ)2 + (η = y+ ssinφ)2

= x2 + y2 + 2s(xcosφ + ysinφ) + s2 (3.25)

ここで α2 ≡ a2 − r2, β ≡ xcosφ + ysinφとおくと、

qx(ξ, η) = qx(s, φ) = q0a
(
a2 − t2

)− 1
2 (3.26)

= q0a
(
α2 − 2βs− s2

)− 1
2 (3.27)

これらを各式 (3.21)(3.22)(3.23)に代入して（dξdη = sdsdφに注意する）、

ūx(x, y) =
1

2πG

∫ 2π

0

∫ s1

0
q0a

(
α2 − 2βs− s2

)− 1
2
{
(1− ν) + ν cos2 φ

}
dsdφ (3.28)

ūy(x, y) =
ν

2πG

∫ 2π

0

∫ s1

0
q0a

(
α2 − 2βs− s2

)− 1
2 sinφ cosφ dsdφ (3.29)

ūz(x, y) = − (1− 2ν)
4πG

∫ 2π

0

∫ s1

0
q0a

(
α2 − 2βs− s2

)− 1
2 cosφ dsdφ (3.30)

ただし、s1は点BからBを通る弦と円の交点までの距離であり、t = aとなる時の s即ちα2−2βs−s2 =

0の正の実数解である：

s1 = −β +
√
β2 + α2 (3.31)

まず、sについての積分を行う。積分公式∫
dx

√
ax2 + bx+ c

= − 1
|a| arcsin

2ax+ b
√

b2 − 4ac
(a < 0) (3.32)

を用いると、sに関する積分は以下のように計算される：∫ s1

0
ds

(
α2 − 2βs− s2

)− 1
2
=

− arcsin

 −s− β√
β2 + α2

s1

0

= − arcsin(−1)+ arcsin

 −β√
β2 + α2


=

π

2
− arctan

(
β

α

)
(3.33)
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ところで、β(φ+π) = −β(φ)だからarctan
(
β(φ+π)
α

)
= − arctan

(
β(φ)
α

)
となり、arctan

(
β(φ)
α

)
, arctan

(
β(φ)
α

)
cos2 φ,

arctan
(
β(φ)
α

)
sin 2φの φに関する区間 [0,2π] の積分はそれぞれ 0となる。これを用いて φについて

の積分を行う。

まず、式 (3.28)から ūxは、

ūx =
q0a
2πG

∫ 2π

0

{
π

2
− arctan

(
β

α

)} {
(1− ν) + ν cos2 φ

}
dφ

=
q0a
4G

∫ 2π

0

{
(1− ν) + ν cos2 φ

}
dφ

=
π(2− ν)

4G
q0a (3.34)

次に、式 (3.29)から ūyは、

ūy =
νq0a
2πG

∫ 2π

0

{
π

2
− arctan

(
β

α

)}
sinφ cosφ dφ

= 0 (3.35)

また、式 (3.30)から ūzは、

ūz = −
(1− 2ν)q0a

4πG

∫ 2π

0

{
π

2
− arctan

(
β

α

)}
cosφ dφ

=
(1− 2ν)q0a

4πG

∫ 2π

0
arctan

(
β

α

)
cosφ dφ (3.36)

=
(1− 2ν)q0a

2G

a
r
−
√

a2 − r2

r

 x
r

(3.37)

=
(1− 2ν)

2G
q0

x

1+
√

1− r2

a2

(3.38)

(
∫ 2π

0
arctan

(
β
α

)
cosφ dφの計算過程は補遺参照。)

• ūxは円領域内、どこでも一定。また ūy = 0。したがって、円領域は、「一様に力の方向 (x方

向)に変位する」。

• ただし、垂直変位は、ūz , 0でしかも場所ごとに違う値をとるので、「面に固着した円柱パン

チによる接線方向の変位」とは必ずしも言えず、z方向の変位を一様にするためにはさらに

別のトラクションをかける必要がある。

全接線方向作用力 Fxは、

Fx =

∫ a

0
2πrdrq0

(
1− r2

a2

)− 1
2

= 2πa2q0 ⇐⇒ q0 =
Fx

2πa2
(3.39)

式 (3.34)(3.39)から q0を消去して

ūx =
2− ν
8Ga

Fx (3.40)
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2球の接触面における各々の変位量を ūx,1, ūx,2、相対変位量を δxとすると、

δx = ūx,1 + ūx,2 =

{
2− ν1

8G1a
+

2− ν2

8G2a

}
Fx (3.41)

1
G∗
≡ 2− ν1

G1
+

2− ν2

G2
とすると、

δx =
1

8aG∗
Fx (3.42)

3.3 捩れを引き起こすモーメント

図 22: Johnson(1987)の Fig.3.7より

半無限弾性体表面の r ≤ 0の円領域 S内に方

位角方向（動径方向と垂直な方向）に接線方向

作用力をかけることを考える。すなわち、eθ =

(− sinθ, cosθ, 0) として領域内の点 C(ξ, η) =

(t cosθ, t sinθ)における作用力を

q = q(t)eθ (3.43)

で与える。ここで、t =
√
ξ2 + η2とした。この作

用力の大きさ q(t)は、中心からの距離のみの関数

で、ここでは以下のようなものを考える：

q(r) = q0

r
a√

1− r2

a2

= q0r
(
a2 − r2

)− 1
2 ( r ≤ a )

(3.44)

 0

 0.5

 1

 1.5

 2
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 3

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

q/q
0
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結果として、表面の変位は z軸を中心に一様に回転する変位となる。以

下、計算過程を具体的にを示す。

まず、表面 (z = 0)における領域内の任意の点 B(x, y) での変位は、点

C(ξ, η) にかかるシア応力 (qx(ξ, η), qy(ξ, η) がつくる変位を重ねあわせて

（式 (3.21)(3.22)(3.23)が qxに対する式なので、qyについても同様に考えれ

ばよい。）

ūx(x, y) =
1

2πG

"
S

[
qx(ξ, η)

{
1− ν

s
+ ν

(ξ − x)2

s3

}
+ qy(ξ, η)ν

(ξ − x)(η − y)
s3

]
dξdη (3.45)

ūy(x, y) =
1

2πG

"
S

[
qx(ξ, η)ν

(ξ − x)(η − y)
s3

+ qy(ξ, η)

{
1− ν

s
+ ν

(η − y)2

s3

}]
dξdη (3.46)

ūz(x, y) = − (1− 2ν)
4πG

"
S

[
qx(ξ, η)

ξ − x

s2
+ qy(ξ, η)

η − y
s2

]
dξdη (3.47)

（s=
√

(ξ − x)2 + (η − y)2）

いま、qx(ξ, η), qy(ξ, η)は、式 (3.43)から

qx(ξ, η) = −
q(t)

t
η, qy(ξ, η) =

q(t)
t
ξ (3.48)
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とあたえられるので、各式 (3.45)(3.46)(3.47)に代入して

ūx(x, y) =
1

2πG

"
S

q(t)
t

{
−η1− ν

s
− ην (ξ − x)2

s3
+ ξν

(ξ − x)(η − y)
s3

}
dξdη (3.49)

ūy(x, y) =
1

2πG

"
S

q(t)
t

{
−ην (ξ − x)(η − y)

s3
+ ξ

1− ν
s
+ ξν

(η − y)2

s3

}
dξdη (3.50)

ūz(x, y) = − (1− 2ν)
4πG

"
S

q(t)
t

{
−ηξ − x

s2
+ ξ

η − y
s2

}
dξdη (3.51)

• ūzの計算。式 (3.51)から

ūz = −
(1− 2ν)

4πG

"
S

q(t)
t

xη − yξ
s2

dξdη (3.52)

ここで、B(x, y)の偏角を ψとしてx = r cosψ

y = r sinψ

ξ = t cosθ

η = t sinθ
(3.53)

を代入すると（dξdη = tdtdθ)、

ūz = − (1− 2ν)
4πG

∫ a

0
dt

∫ 2π

0
dθ q(t)

rt sin(θ − ψ)
t2 + r2 − 2rt cos(θ − ψ)

= − (1− 2ν)
4πG

∫ a

0
dt q(t)

[
1
2

ln
(
t2 + r2 − 2rt cos(θ − ψ)

)]2π

θ=0

= 0 (3.54)

• ūxの計算。式 (3.49)から（s=
√

(ξ − x)2 + (η − y)2に注意して）

ūx(x, y) = − 1
2πG

"
S

q(t)
t
η

s
dξdη +

ν

2πG

"
S

q(t)
ts3

(η − y) {η(η − y) + ξ(ξ − x)}dξdη (3.55)

この右辺第 2項の積分部分を I とおく。B(x, y)から見たC(ξ, η)の極座標 (s, φ)を用いるとξ = x+ t cosφ

η = y+ t sinφ
. (3.56)

これを代入して (dξdη = sdsdφ)

I =

"
S

q(t)
ts3

ssinφ {(y+ ssinφ)ssinφ + (x+ scosφ)scosφ} sdsdφ

=

∫ 2π

0

∫ s1

0

q(t)
t

sinφ(s+ xcosφ + ysinφ)dsdφ (3.57)

ここで、t =
√

(x+ scosφ)2 + (y+ ssinφ)2で、s1は t2 = a2の正の実数解、即ち

s1 = −(xcosφ + ysinφ) +
√

(xcosφ + ysinφ)2 + a2 − r2. (3.58)
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さらに、q(t)の式 (3.44)

q(t) = q0t
(
a2 − t2

)− 1
2
= q0t

(
a2 − r2 − 2(xcosφ + ysinφ)s− s2

)− 1
2 (3.59)

を代入すると

I = q0

∫ 2π

0
dφ

∫ s1

0
ds

(
a2 − r2 − 2(xcosφ + ysinφ)s− s2

)− 1
2 sinφ(s+ xcosφ + ysinφ)

= q0

∫ 2π

0
dφ sinφ

[
−

√
a2 − r2 − 2(xcosφ + ysinφ)s− s2

]s1

s=0

= q0

∫ 2π

0
dφ
√

a2 − r2 sinφ

= 0 (3.60)

したがって、式 (3.55)の ūxは

ūx(x, y) = − 1
2πG

"
S

q(t)
t
η

s
dξdη

= − q0

2πG

"
S

(
a2 − r2 − 2(xcosφ + ysinφ)s− s2

)− 1
2 (y+ ssinφ)dsdφ

= − q0

2πG

∫ 2π

0
dφ

{
y
∫ s1

0
ds

(
α2 − 2βs− s2

)− 1
2 (3.61)

+ sinφ
∫ s1

0
ds s

(
α2 − 2βs− s2

)− 1
2

}
ここで、α2 ≡ a2 − r2, β ≡ xcosφ + ysinφとした。

さて、前出の積分公式 (3.32)および次の積分公式∫
xdx

√
ax2 + bx+ c

=
1
a

√
ax2 + bx+ c− b

2a

∫
dx

√
ax2 + bx+ c

(3.62)

を用いると、 ∫ s1

0
ds

(
α2 − 2βs− s2

)− 1
2
=

π

2
− arctan

(
β

α

)
(3.63)∫ s1

0
ds s

(
α2 − 2βs− s2

)− 1
2
= α − β

{
π

2
− arctan

(
β

α

)}
(3.64)

となるので、式 (3.61)に代入して ūxは、

ūx = −
q0

2πG

∫ 2π

0
dφ

{
(y− β sinφ)

(
π

2
− arctan

(
β

α

))
+ α sinφ

}
(3.65)
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ここで

y− β sinφ = y− (xcosφ + ysinφ) sinφ = y(1− sin2 φ) − xsinφ cosφ

= ycos2 φ − x
2

sin 2φ (3.66)

を代入すると、

ūx = −
q0

2πG

{
y
∫ 2π

0
cos2 φ

(
π

2
− arctan

(
β

α

))
dφ − x

2

∫ 2π

0
sin 2φ

(
π

2
− arctan

(
β

α

))
dφ

+ α

∫ 2π

0
sinφdφ

}
= −q0y

4G

∫ 2π

0
cos2 φdφ

= −πq0

4G
y = − πq0

4G
r sinψ. (3.67)

• ūyの計算。対称性を考慮すると、上で求めた ūxから

ūy =
πq0

4G
x =

πq0

4G
r cosψ. (3.68)

以上から、変位を円柱座標形式で書けば、

ūθ =
(
ūx, ūy

)
· (− sinψ, cosψ) =

πq0

4G
r (3.69)

ūr =
(
ūx, ūy

)
· (cosψ, sinψ) = 0 (3.70)

ūz = 0 (3.71)

• ūθ ∝ r なので、r ≤ aの円領域は原点を中心に角度

δαz =
πq0

4G
(3.72)

だけ剛体回転していることになる。

全体での Twisting momonetは、q(r)の式 (3.44)を用いて

Mz =

∫ a

0
rq(r)2πrdr = 2πq0

∫ a

0
r3

(
a2 − r2

)− 1
2 dr (3.73)

=
4
3
πq0a3 (3.74)

これと、式 (3.72)から q0を消去して

Mz =
16
3

Ga3δαz ⇐⇒ δαz =
3

16Ga3
Mz (3.75)

2球の接触に際しては、
1
G
=

1
G1
+

1
G2
によってGを与えればよい。
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4 Dominik and Tielens (1997)における「滑り」と「捩れ」の扱い

Dominik and Tielens (1997)では、これまで求めてきた摩擦力や捩れモーメントを用いて、滑り

と捩れの振る舞いを解析している。これを以下で簡単にまとめておく。

端的な考え方は以下のとおり。滑らせる力や捩れのトルクが徐々に加わっていくと…

初めは弾性的に振舞う（第 3節）。（静止摩擦を表現？）

⇓

力やトルクが第 2節で求めた値に達したら、不可逆的に動き出す。

⇓

第 2節で求めた力やトルクが摩擦力や捩れ抵抗となる。（動摩擦を表現？）

滑りについて

接線方向力が十分小さいうちは摩擦力 Fxは接線方向変位 δxに比例した形（式 (3.42)）で与えら

れる:

Fx = −8aG∗δx (4.1)

つまり、変位に対してバネのように振舞う。Fxが、次に示す滑り摩擦力 Ffric に達すると、今度は

摩擦力として Ffric が作用する。Ffric は、原子スケールの段差による摩擦力（式 (2.78)）と物質表面

の原子間相互作用による「平均的」摩擦力（式 (2.76)）とに基づいて、以下のように与える：

Ffric =
Ga2

2π
+


0 (for silicate, graphite,etc...)
1
3

F − πa2

3
pcrit (for ice, metal)

(4.2)

where, pcrit =
2.67
π

b3

σ3
G − 24.72

π

b4

σ5
γ (4.3)

ここで、F は法線方向の力。なお、平均摩擦力（式 (2.76)）は rc → aとした極限の式なので、多

少過大評価。

Fx = Ffric となるときの変位を δc
xとすると、silicateや graphiteの場合で

δc
x =

2− ν
16π

a ' 0.03a (4.4)

変位が δc
xを越えると実質的な滑りが生じると考える。その際散逸されるエネルギー（＝滑り始め

るのに必要な最低エネルギー）は、

eslide =
1
2
δc

xFfric =
1

16aG∗
F2

fric = 4aG∗δc2
x (4.5)

また、十分な距離 (πR)滑るために必要なエネルギーは、

Eslide = eslide
πR
δc

x
=

1
2
πRFfric = 4πRaG∗δc

x (4.6)
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捩れについて

捩れのトルクが十分小さいうちは、抵抗モーメント Mzは捩れ角 δαzに比例した形（式 (3.75)）で

与えられる：

Mz = −
16
3

Ga3δαz. (4.7)

これもやはり捩れに対してバネのように振舞う。Mzが、次に示す捩れ抵抗モーメント Mslide
z に達

すると、今度は抵抗モーメントとして Mslide
z が作用する。Mslide

z は、原子スケールの段差によるも

の（式 (2.85)）と物質表面の原子間相互作用によるもの（式 (2.84)）とに基づいて、以下のように

与える：

Mslide
z =

Ga3

3π
+


0 (for silicate, graphite,etc...)
1
3

Fca0

(
3
4

â4 − â
5
2

)
− 2

9
πa3pcrit (for ice, metal)

(4.8)

なお、平均的モーメント（式 (2.84)）はやはり rc→ aとした極限の式なので、多少過大評価。

Mz = Mslide
z となるときの捩れ角を δc

αzとすると、silicateや graphiteの場合で

δc
αz =

1
16π
' 0.02' 1.1◦ (4.9)

捩れ角が δc
αzを越えると実質的な滑りが生じ、不可逆に捩れだすと考える。その際散逸されるエネ

ルギー（＝捩れ始めるのに必要な最低エネルギー）は

etwist =
1
2
δc
αzM

slide
z =

3
32Ga3

Mslide2
z =

8
3

Ga3δc2
αz (4.10)

また、十分な角度 ( π2)捩るために必要なエネルギーは、

Etwist =
π

2
Mslide

z =
8
3
πGa3δc

αz (4.11)
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5 補遺：計算ノート

ここでは、3.2節の ūzの計算式 (3.36)中の積分∫ 2π

0
arctan

(
β

α

)
cosφ dφ, where β = xcosφ + ysinφ. (5.1)

の値を求める。この積分を Jとする。

Jの φについての積分区間は、[0, 2π]となっているが、対称性を考えれば ψ0を任意の定数とし

て
[
ψ0, ψ0 + 2π

]
としてよい。すなわち、

J =
∫ ψ0+2π

ψ0

arctan
(
β

α

)
cosφ dφ. (5.2)

いま、ψ0を
−−→
OB= (x, y)の偏角とし、

−−→
OBと er = (cosφ, sinφ)のなす角を ϕとすると

β =
−−→
OB · er = r cosϕ, ϕ = φ − ψ0 (⇐⇒ φ = ϕ + ψ0) (5.3)

この ϕを用いて Jを書き下すと、

J =
∫ 2π

0
cos(ϕ + ψ0) arctan

( r
α

cosϕ
)

dϕ (5.4)

= cosψ0

∫ 2π

0
cosϕarctan

( r
α

cosϕ
)

dϕ − sinψ0

∫ 2π

0
sinϕarctan

( r
α

cosϕ
)

dϕ (5.5)

ここで、∫ 2π

π

{
cos
sin

}
ϕarctan

( r
α

cosϕ
)

dϕ =

∫ π

0

{
cos
sin

}
(ϕ′ + π) arctan

( r
α

cos(ϕ′ + π)
)

dϕ′

=

∫ π

0

{
cos
sin

}
ϕ′ arctan

( r
α

cosϕ′
)

dϕ′

=

∫ π

0

{
cos
sin

}
ϕarctan

( r
α

cosϕ
)

dϕ (5.6)

であるから

J = 2 cosψ0

∫ π

0
cosϕarctan

( r
α

cosϕ
)

dϕ − 2 sinψ0

∫ π

0
sinϕarctan

( r
α

cosϕ
)

dϕ (5.7)

さらに、
r
α

cosϕ = τ,

 dϕ = −α
r

dτ√
1− (α/r)2 τ2

 (5.8)

と置換すると

J = −2 cosψ0

∫ − r
α

r
α

(α/r)2τ√
1− (α/r)2τ2

arctanτ dτ + 2 sinψ0

∫ − r
α

r
α

α

r
arctanτ dτ (5.9)
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= 2 cosψ0

∫ r
α

− r
α

(α/r)2τ√
1− (α/r)2τ2

arctanτ dτ (←↩ arctanτは奇関数なので第二項は 0) (5.10)

= 2 cosψ0

[−√
1− (α/r)2τ2 arctanτ

] r
α

− r
α

+

∫ r
α

− r
α

√
1− (α/r)2τ2 dτ

1+ τ2

 (5.11)

= 2 cosψ0

∫ r
α

− r
α

√
1− (α/r)2τ2

1+ τ2
dτ (5.12)

= 4 cosψ0

∫ r
α

0

√
1− (α/r)2τ2

1+ τ2
dτ (5.13)

ここで
α

r
≡ k, τ = tanϑ,

r
α
= tanϑc (5.14)

とおくと、

J = 4 cosψ0

∫ ϑc

0

√
1− k2 tan2 ϑ

1+ tan2 ϑ

dϑ
cos2ϑ

= 4 cosψ0

∫ ϑc

0

√
1− k2 tan2 ϑ dϑ

= 4 cosψ0

∫ ϑc

0

√
1− k2

(
1

cos2ϑ
− 1

)
dϑ = 4 cosψ0

∫ ϑc

0

√
(1+ k2) cos2 ϑ − k2

cosϑ
dϑ

= 4 cosψ0

√
1+ k2

∫ ϑc

0

√
cos2ϑ − k2

1+k2

cosϑ
dϑ (5.15)

さて、積分公式∫ √
cos2 x− c2

cosx
dx= arcsin

sinx
√

1− c2
− carcsin

c tanx
√

1− c2
( |c| < 1 ) (5.16)

を用い、また

1+ k2 = 1+
α2

r2
=

a2

r2
( ←− α =

√
a2 − r2 ) (5.17)

k2

1+ k2
=

(α/r)2

1+ (α/r)2
=

α2

α2 + r2
=

a2 − r2

a2
(5.18)

を代入すると

J = 4 cosψ0
a
r

arcsin
(a
r

sinϑ
)
−
√

a2 − r2

a
arcsin

 √a2 − r2

r
tanϑ

ϑc

0

(5.19)

= 4 cosψ0
a
r

arcsin
(a
r

sinϑc

)
−
√

a2 − r2

a
arcsin

 √a2 − r2

r
tanϑc


 (5.20)

ϑcの定義式 (5.14)から

tanϑc =
r
α
=

r
√

a2 − r2
(5.21)

sinϑc = tanϑc cosϑc =
tanϑc√

1+ tan2 ϑc

=
r
a

(5.22)

これらを代入して

(5.23)
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J = 4 cosψ0
a
r

arcsin
(a
r
× r

a

)
−
√

a2 − r2

a
arcsin

 √a2 − r2

r
× r
√

a2 − r2


 (5.24)

= 4 cosψ0
a
r

π2 −
√

a2 − r2

a
π

2

 (5.25)

= 2π

a
r
−
√

a2 − r2

r

 cosψ0 (5.26)

ここで、ψ0が
−−→
OBの偏角だったことを思い出すと

cosψ0 =
x
r

(5.27)

したがって、

J = 2π

a
r
−
√

a2 − r2

r

 x
r
= 2π

x

a+
√

a2 − r2

= 2π
x
a

1

1+
√

1− r2

a2

(5.28)
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